
논문 18-43-06-03 The Journal of Korean Institute of Communications and Information Sciences '18-06 Vol.43 No.06
https://doi.org/10.7840/kics.2018.43.6.902

902

페일리형 하다마드 행렬의 고유값 분해
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요   약

본 논문은  차 또는  차 페일리형 하다마드 행렬의 고유값 분해를 결정한다. 이는, 페일리형 하다

마드 행렬 생성의 근간이 되는 차 야콥스탈 행렬과  차 페일리 행렬의 고유값 분해를 토대로 계산된다. 

또한, 페일리형 하다마드 행렬의 고유값 분해 계산방법을 이용하여, 임의의 순회형 하다마드 행렬의 고유값 분해

를 계산한다. 이 결과들은, 페일리형 하다마드 행렬과 순회형 하다마드 행렬의 고유값 분해를 완벽히 기술하는 최

초의 연구 결과이다. 본 논문에서 결정한 모든 고유값 분해에서 나타나는 고유벡터들은 항상 서로 직교한다.

Key Words : eigenvalues, eigenvectors, Hadamard matrices, Paley-type, cyclic-type

ABSTRACT

In this paper, we determine explicitly the eigenvalue decomposition of Paley-type Hadamard matrices of order 

  or  , where  is an odd prime and  is a positive integer. For this, we also determine those of 

Paley matrices of order   using those of Jacobsthal matrices of order  . Some of these results directly 

applies to any cyclic-type Hadamard matrices. Those results are the first complete description of eigenvalue 

decompositions of Paley-type or cycic-type Hadamard matrices. All the eigenvector matrices we determined here 

turned out to be unitary matrices. 
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Ⅰ. 서  론

하다마드 행렬 (차) 는 를 만족하는 

±로 이루어진 크기 ×의 정방행렬이다. ±로 

이루어진 직교행렬이라는 특성으로 인해, 하다마드 행

렬은 다양한 분야에서 폭넓게 사용된다. 예를 들어, 

디지털 통신 시스템에서는 하다마드 행렬의 각 행이 

서로 직교한다는 특성을 이용해 코드분할다중접속

(CDMA)의 확산코드[7,13,29], 파일럿 신호[22], 그리고 

오류정정부호
[7,29] 등에 사용된다. 신호처리 분야에서

는 신호와 이미지의 표현/압축에 사용된다.[29] 또한, 

하다마드 행렬을 이용한 암호화 기법들도 고려된

다.[15,24]

하다마드 행렬은 그 차수가 4의 배수인 경우에 대

해서만 존재한다는 것이 잘 알려져 있으며, 이를 생성

하는 대표적인 방법으로는 아래의 네 가지가 있다[7,29]:

1) 차 실베스터형 하다마드 행렬.[26]

(여기서, 는 양의 정수)

2) 차 또는 차 페일리형 하다마드 행

렬.[19] (여기서, 는 임의의 홀수 소수의 거듭제곱)
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3) 윌리암슨형 하다마드 행렬.[30]

4) 순회 하다마드 수열로부터 생성되는 순회형

(cyclic-type) 하다마드 행렬.[7,8,14,23]

하다마드 행렬의 응용 분야에서, 일반적으로, 월시 

함수와의 밀접한 연관성 때문에 차 실베스터형 하

다마드 행렬이 주로 고려된다. 하지만, 의 거듭제곱

이 아닌 차수의 하다마드 행렬 또는 다른 특성의 하다

마드 행렬이 필요한 경우, 그 외의 하다마드 행렬들을 

고려한다. 특히, 페일리형 하다마드 행렬의 경우, 수학

적으로 용이한 생성과 다양한 차수에서 존재한다는 

특징으로, 의 거듭제곱이 아닌 차수가 요구 될 때 유

용하다. 이에 기반하여, 페일리형 하다마드 행렬은 

CDMA 시스템의 확산코드
[13], MIMO 채널에서의 파

일럿 신호 설계[22], 비밀 공유 기법[15], 블록암호 설계
[24] 등에서 고려되었다. 순회형 하다마드 행렬 또한 다

양한 형태로 고려되어 왔다. 그 대표적인 예로써, 

1997년 제안된 Cohn과 Lempel의 최대주기수열

(maximal length sequence)로 얻어진 순회형 하다마

드 행렬의 최대주기수열 변환(maximal length 

sequence transform, m-transform)은
[3], 통신 시스템

과 신호처리 등에 다양하게 적용되었다.[2,12,25] 참고로, 

길이  인 최대주기수열로부터 생성된 순회형 하

다마드 행렬은 차 실베스터형 하다마드 행렬과 하

다마드 보존 변환(Hadamard preserving operation)에 

대해 동치이다.[3]

직교행렬이라는 특성을 바탕으로 하다마드 행렬은 

직교변환(orthogonal transform)으로 다양한 분야에서 

사용된다.
[1,10,29] 직교변환에서, 이들의 정확한 고유값

과 고유벡터를 찾는 것은 직교변환 행렬의 특성을 이

해함에 있어서 중요하다. 따라서, 이산 퓨리에 변환
[5,27], 이산 하티 변환[20], 이산 하다마드 변환[6,28,29] 등

과 같은 다양한 직교 변환 행렬의 정확한 고유값과 

(직교하는) 고유벡터를 찾는 연구가 진행되었다. 이러

한 직교변환 행렬의 고유값 분해에 대한 연구 결과는 

이산 분수차 퓨리에 변환(discrete fractional Fourier 

transform)
[9], 이산 분수차 하다마드 변환(discrete 

fractional Hadamard transform)
[20] 등의 기존의 직교 

변환들을 확장하고, 응용함에 있어 중요한 역할을 수

행 해왔다. 

하다마드 행렬을 오류정정부호로써 사용할 때, 이

산 하다마드 변환은 오류정정부호의 디코더로써 사용

된다. 따라서, 실베스터형 하다마드 행렬의 특정 행 

또는 열의 부호가 바뀌거나 행과 열의 순서가 뒤섞이

는 경우 변화하는 고유값 분해에 대한 연구도 진행되

었다.
[16-17] 참고로, 실베스터형 하다마드 행렬은 고유

치 분해가 결정된 유일한 하다마드 행렬이다.[16] 따라

서, 위에서 언급한 이산 분수차 하다마드 변환 또한 

실베스터형 하다마드 행렬의 확장만이 알려져 있다. 

본 논문은, 페일리형 하다마드 행렬의 정확한 고유

값 분해를 계산한다. 또한, 이로부터, 임의의 순회형 

하다마드 행렬의 고유값 분해를 계산한다. 이는, 페일

리형 하다마드 또는 순회형 하다마드 행렬의 고유값 

분해 결정에 대한 최초의 연구결과이다. 모든 결정된 

고유값 분해에서, 모든 고유벡터들은 서로 직교한다.

본 논문은 다음과 같은 표기법을 사용한다:

∙ 는 임의의 홀수 소수

∙  는 소수 의  거듭제곱 (여기서, 는 양의 

정수)

∙  (또는 )은 차 단위행렬 (또는 영행렬)

∙ 은 모든 원소가 인 차 정방행렬

∙  (또는 )은 모든 원소가 인 (또는 인) 길이 

인 벡터

∙  이고, 은 복소평면 상의 -차 단위근

∙   
 는    

을 대

각원소로 갖는 차 대각행렬

∙  



는 차 퓨리에 행렬

∙ 와 는 각각 진 정수환과 크기 인 유한체

∙ 는 에서 로의 - 대응 함수 (본문의 정의 

2 참조)

∙는 Remark 1의 에 의해 정의된 차 야콥

스탈 행렬

Ⅱ. 야콥스탈 행렬의 고유값 분해

정의 1. (야콥스탈 행렬[18]) 함수 를   인 

에서 로의 전단사함수라 하자. 함수 로 정의되는 

야콥스탈 행렬 (jacobsthal matrix)    는 차 

정방행렬로, 여기서, 행 열의 원소 는 

   로 정의한다. 여기서, ⋅은 

상의 제곱 지표(quadratic character)로, 편의상 

  으로 한다.

홀수 소수의 거듭제곱 에 대해서, 유한체 에는 

항상 제곱잉여(quadratic residue)와 비제곱잉여

(quadratic non-residue)가 각각 


개 존재한다. 이
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로부터, 

     (1)

임을 쉽게 알 수 있다.

정의 2. 의 원시원소 에 대해서, 에서 로의 

함수 를

   
 ⋯ 

 







와 같이 정의하자. 여기서,  





이고, 모든 

     에 대해서   이다.

위의 함수 를 이용하여 정의한 야콥스탈 행렬 

를 생각해자. 이 때,  인 경우,   가 된다. 

따라서, 이 경우, 생성된 야콥스탈 행렬은 순환 행렬

(circulant matrix)가 된다. 

Remark 1. 와 를 각각 정의 2의 함수 와 임

의의 함수 로부터 정의 1에 따라 생성된 두 야콥스

탈 행렬이라 하자. 이 때, 함수 와 가 모두 단전사

함수이기 때문에, 모든 ∊에 대해서 

  인 함수 가 항상 존재 한다. 만일 

가  
와 같이 대각화된다면, 

 





와 같이 쉽게 의 대각화를 얻을 수 있다. (여기서, 

는 에 대응되는 순열 행렬이다.) 따라서, 의 정

확한 고유값 분해를 파악함으로써, 동일한 차수의 모

든 야콥스탈 행렬의 고유값 분해를 알 수 있다.

따라서, 본 논문의 나머지 부분에서는, 정의 2의 함

수 에 초점을 맞춰 야콥스탈 행렬의 고유값 분해를 

논하도록 한다. 또한, 함수 로부터 생성된 야콥스탈 

행렬 를 편의상 로 표기한다. 아래의 예제 1은 

함수 로부터 생성된 행렬 가 갖는 특별한 구조를 

보여준다.

예제 1. 홀수 소수   과 그의 거듭제곱    

에 대해, 를 상의 원시원소라 하자. 상의 임의

의 원소 에 대해,   ⌊ ⌋⌊ ⌋
이다. 이를 이용하여, 9차 야콥스탈 행렬 을 생성하

면 다음과 같다:








  
  
  

 
 
  

  
 
 

  
 
 

  
  
  

 
 
  

 
 
  

  
 
 

  
  
  





     
  




.

위의 야콥스탈 행렬 는 최소다항식  의 

근 를 가지고 생성되었으며, “” 기호는 을 의

미한다.

∙를 겹치지 않는 크기 ×인 부분행렬 (또는 블

록) 개로 분할하면, 각각의 부분행렬들은 순환 행

렬이다.

∙위에서 분할된 부분행렬 각각을 하나의 원소로 보

면, 를 순환 행렬로 생각할 수 있다. 이러한 행렬

을 일컬어 블록 순환 행렬(block circulant matrix)

라 한다.

∙위의 두 사실을 모두 만족하는 행렬을 일컬어 순환 

블록들의 블록 순환 행렬이라 한다. 즉, 는 순환 

블록들의 블록 순환 행렬이다.

위의 예제를 일반화 한 것을 일컬어 멀티 레벨

(multi-level) 순환 행렬이라 한다.[4] 이때, -레벨 순

환 행렬은 보통의 순환 행렬이고, -레벨 순환 행렬은 

순환 블록들의 블록 순환 행렬이다. 일반적으로, 차 

-레벨 순환 행렬은 다음과 같이 정의할 수 있다[4]:

정의 3. 를 어떤  차 정방행렬이라 하자. 모든 

    에 대해서, 의 모든 분할된 개의 

차 정방 부분행렬이 차 블록 순환 행렬이면, 행

렬 를 -레벨 순환 행렬이라 한다.

위의 정의에서,   일 때, 모든 차 부분행렬은 1

차 블록(단일 원소로 이루어진 행렬)의 블록 순환 행

렬이 된다. 즉, 모든 차 부분행렬이 보통의 순환행렬

이 된다. 또한, 임의의  에 대해서, -레벨 순환 

행렬은 -레벨 순환 행렬이기도 하다. 위의 정

의에 따라서,  차 야콥스탈 행렬 가 -level 순
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환 행렬이다.

-level 순환 행렬의 고유값 분해는 보통의 순환 행

렬의 고유값 분해로부터 쉽게 유도 할 수 있다 [4]: 

 를 차 순환 행렬이라 하면, 의 고유값 

분해는




와 같이 주어진다. 여기서,  





 이다. 위 사

실을 이용하여 [4]에서 소개된 3-level 순환 행렬의 고

유값 분해를 수행하는 방법은 쉽게 임의의 -level 순

환 행렬로 확장될 수 있다. 이를 본 논문에서 고려하

는  차 야콥스탈 행렬 에 적용하면 다음과 같

은 결과를 얻을 수 있다. 여기서, 한 가지 자명한 사실

은 얻어진 개의 고유벡터들은 모두 단위벡터이며, 서

로 직교한다는 것이다.

보조정리 1. (야콥스탈 행렬의 고유값 분해) 를 

 차 야콥스탈 행렬,       을 

의 첫 행이라 하자. 는 유니타리 행렬

 ⊗⊗⋯ ⊗ 
 



⊗

에 의해 대각화된다. 여기서, ⊗  는 행렬 

와 의 크로넥커 곱(Kronecker product)를 의미한

다. 즉, 


 (2)

이다. 이 때, 대각행렬 는,  





에 대해서,

  
 




 



⋯ 
  





 

⊗

⊗⋯ ⊗
  

     (3)

과 같이 주어진다.

Ⅲ. 페일리형 하다마드 행렬의 고유값 분해

차 야콥스탈 행렬 에 대해서, 차 페일리 행

렬 는 

 



  



± 






와 같이 정의한다. 여기서, ±



은 부호는 를 로 나

눈 나머지가 인 경우 양의 부호를, 인 경우 음의 부

호를 갖는다.
[18-19]   라는 사실로부터 페

일리형 하다마드 행렬은 다음과 같이 생성된다:

1) ≡ 의 경우, 

 (4)

은 차 페일리형 하다마드 행렬이다.

2) ≡ 의 경우, 





 


 

 

은 차 페일리형 하다마드 행렬이다.[18-19] 하

지만, 본 논문에서는 위의 차 페일리형 하다

마드 행렬과 동치인 하다마드 행렬





 


 

 
(5)

를 고려한다. 참고로, 이 행렬은 꼬인 블록 순환 행렬

(skew block circulant matrix)이다.

보조정리 2. (페일리 행렬의 고유값 분해) 를 

차 페일리 행렬, 
을 보조정리 1에 나타

난 차 야콥스탈 행렬 의 고유값 분해라 하자. 그리

고, 와 를 각각 와 의 차 우하단 정

방 부행렬이라 하자. 그러면, 

 


으로 대각화되며, 이때, 와 는 다음과 같다:

1) ≡ 의 경우,
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이며, 대각행렬 의 처음 두 대각원소는  , 

이고, 의 차 우하단 정방 부행렬은 와 

같다.

2) ≡ 의 경우,

 












  



   


  

이며, 대각행렬의 처음 두 대각원소는  , 이

고, 의 차 우하단 정방 부행렬은 와 같다.

또한, 위 두 경우에서, 모든 개의 고유벡터들은 서

로 직교한다.

 

증명: ≡ 와 ≡ 인 경우 모두 

동일한 방법으로 고유값 분해가 유도된다. 따라서, 본 

증명에서는 ≡ 일 때만을 보이고자 한다.

≡ 의 경우에서, 를 가 아닌 고유

벡터 에 대응되는 차 야콥스탈 행렬 의 고유값이

라 하자. 식 (1)로부터, 












 


 


 






 









임을 쉽게 알 수 있다. 즉,   

이 의 고유벡

터이고, 그에 대응하는 고유값은 이다. 이 사실로부

터, 의 개의 고유벡터와 고유값을 찾을 수 있

다. 보조정리 1에서 구한 의 고유벡터 모두 서로 직

교하므로, 이 개의 고유벡터 역시 서로 직교한다. 

나머지 두 고유값과 그에 대응하는 고유벡터를 찾기 

위해, 다음의 방정식을 고려하자:















 


 


 














 





 










.

위를 정리하면,  와  를 얻을 수 있고, 

이 방정식은      또는 

   를 해로 갖는다. 이렇게 구한 해가 되

는 가 나머지 두 고유값이고, 그에 대응되는 를 대

입하여 얻은   
 가 각각의 고유값에 대응되는 고

유벡터가 된다. 이 두 고유벡터와 이전에 찾은 

개의 고유벡터들이 서로 직교한다는 사실은 쉽게 확

인할 수 있다.

정리1. (페일리형 하다마드 행렬의 고유값 분해) 

  
를 보조정리 2에서 얻은 페일리 행렬 

의 고유값 분해라 하자. 그리고, 에 따라 페일리형 

하다마드 행렬 가 식 (4) 또는 (5)의 형태라 하자.

1) ≡ 의 경우, 의 고유값 분해는 다음

과 같다:

 
.    (6)

2) ≡ 의 경우, 의 고유값 분해는







⊗ 


 (7)

이며, 이때,   이고, 

 

 


 


 

 

이다. 위의 두 가지 경우 모두에서, 모든 고유벡터는 

단위벡터이며, 서로 직교 한다.

증명:   
로부터, ≡ 의 경우에 

대한 증명은 자명하다. ≡ 의 경우, [11]

의 기법을 이용하여 꼬인 순환 행렬을 순환 행렬로 변

환함으로써, 고유값 분해를 쉽게 얻을 수 있다. 




 


 

 

라 하고, ′ ⊗라 하자. 식 (5)에 주어진 

차 페일리형 하다마드 행렬을 

′′ 

 


 

 

와 같이 변환하면, 그 결과는 블록 순환 행렬이 된다. 

이때, ±   ± 
임을 이용하여,

′′




 


 

 




 


 

 











⊗ 
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와 같이 대각화 할 수 있다. 여기서, ⊗, 

  이다. ′ ′′ ′임을 

이용하면, 최종적으로, 식 (7)의 차 페일리형 

하다마드 행렬의 고유값 분해를 얻게 된다. 모든 고유

벡터가 서로 직교함은   
로부터 쉽게 확인

이 가능하다.

 ≡ 의 경우, 식 (4)에 있는 페일리

형 하다마드 행렬은 첫 번째 행을 제외한 모든 행의 

원소에 을 곱함으로써 순회형 하다마드 행렬로 쉽

게 변환된다. 사실,  ≡ 차 야콥스탈 

행렬의 임의의 행에서 오직 하나 존재하는 “”을 

“”로 변환하면, 그 결과는 잘 알려진 제곱잉여수

열(quadratic residue sequence)가 된다. 사실, 이 제곱

잉여수열은 순회형 하다마드 행렬을 생성하는 순회 

하다마드 수열(cyclic Hadamard sequence)의 하나의 

예이다.[5] 참고로, 차 순회형 하다마드 행렬은, 길이 

인 순회 하다마드 수열이 존재할 때, 그 수열의 

모든 (주기적) 순환 천이로 생성된 행렬에 들을 좌

측과 상단에 추가적으로 배열함으로써 생성 된다.

순회 하다마드 수열의 잘 알려진 예로써, 이진 최대

주기수열, GMW 수열, 제곱잉여수열, 쌍둥이 소수

(twin prime) 수열, 그리고 홀의 6차 잉여 수열(Hall’s 

sextic residue sequence) 등이 있다.
[7-8],[14],[23] 이러한 

길이 인 순회 하다마드 수열들은 과 을 각

각 정확히 번,  갖는다. 순회 하다마드 

수열로부터 생성되는 순회형 하다마드 행렬의 고유값 

분해는 보조정리 2의 증명 방법을 이용하여 다음을 

얻을 수 있다:

따름정리 1. (순회형 하다마드 행렬의 고유값 분해) 

를 순회 하다마드 수열     로부터 

생성된 차 순회형 하다마드 행렬이라 하자. 즉, 





 


 



 

라 하자. 이때, 순회형 하다마드 행렬 는




의 고유값 분해를 갖으며, 을 차 퓨리에 행

렬의 우하단 차 정방 부행렬이라 할 때,

 











 


 


  


 


 





  


 


   


     

이고,

           

이다. 여기서,      에 대해서,

 





  (8)

이다. 위의 고유값 분해에서 고유벡터들은 모두 단위

벡터이며, 서로 직교한다.

Remark 2. 모든 차 순회형 하다마드 행렬은 다음의 

특성을 갖는다.

1) 모든 차 순회형 하다마드 행렬은 차 퓨리

에 행렬의 고유벡터와 밀접한 관련이 있는 고유벡터

들로 대각화된다.

2) 모든 차 순회형 하다마드 행렬은 항상 과 

을 고유값으로 갖는다.

예제 2. 전술한 바와 같이, 최대주기수열과 제곱잉여

수열은 잘 알려진 순회형 하다마드 수열이다. 주기가 

 인 최대주기수열     의 

번째 원소는

  

 

 

와 같이 정의한다. 여기서, 는 

의 원시원소이고, 


 ⋅는 


에서 로의 트레이스(trace) 함수 이

다. ≡ 를 만족하는 홀수 소수 를 주기

로 갖는 제곱잉여수열     의 번째 

원소 는 이며, 번째 원소는   로 정의한

다. 여기서, 정의 1에서와 같이 상의 제곱 지표이다. 

길이 인 최대주기수열과 제곱잉여수열은 순회 하다

마드 수열 관점에서 비동치로 알려져 있다.[8,13] 길이 

인 최대주기수열 과 제곱잉여수열 로부터 생성
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한 두 순회형 하다마드 행렬

 



 


 



  
와  




 


 



 

는 모두 











 

 





 

 








 


 





에 의해 대각화 된다. 또한 두 순회형 하다마드 행렬

은 ±를 두 개의 공통된 고유값으로 갖는다. 나

머지 개의 고유값들은 식 (9)를 이용하여 계산할 

수 있다.

Ⅳ. 결  론

본 논문에서는, 최초로 페일리형 하다마드 행렬과 

순회형 하다마드 행렬의 고유값 분해를 계산하였다. 

계산된 고유벡터들은 모두 단위 벡터로, 서로 직교한

다. 본 논문에서 계산한 고유벡터들은 모두 퓨리에 행

렬의 고유벡터들과 밀접한 연관이 있다. 또한, 동일 

차수의 순회형 하다마드 행렬은 모두 갖은 고유벡터 

집합을 갖으며, 공통된 고유값의 개수 또한 최소 두 

개 이상이다. [15]에서 고려한 바와 같이, 페일리형 하

다마드 행렬 또는 순회형 하다마드 행렬과 동치인 다

른 하다마드 행렬의 고유값 분해를 계산하는 것은 하

다마드 행렬에 대한 보다 깊은 이해 및 응용을 위해서 

흥미로운 연구 주제일 것이다.
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