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맥도날드 부호의 협력 부분접속수

Zhi Jingw, 최 효 정°, 송 홍 엽*

Cooperative Locality of MacDonald Codes

Zhi Jingw, Hyojeong Choi°, Hong-Yeop Song*

요 약

맥도날드 부호(MacDonald code)는 잘 알려진 부분접속 복구 부호(locally repairable code)이다. 지금까지 이 부

호의 부분접속수(locality)는 2 또는 3임이 잘 알려져 있다. 이는 단일 소실(single failure) 심볼을 복구하기 위한

부분접속수 이다. 최근 여러 소실 심볼을 복구하기 위한 협력 부분접속수(cooperative locality)에 대한 논의가 활

발하다. 본 논문에서는 맥도날드 부호에서 두 소실(double failures) 심볼을 복구하기 위한 협력 부분접속수가 3 또

는 4임을 찾고 이를 증명한다.

Key Words : Distributed storage system, Locally repairable code, Locality, Cooperative locality, Availability,

Simplex codes, MacDonald codes

ABSTRACT

MacDonald codes is a well-known example of locally repairable codes. The locality of this code is known to

be either 2 or 3. This is the locality for single failure. Recently, cooperative locality of the codes has been

studied for multiple failures. In this paper, we calculate and prove that the cooperative locality for double

failures of the MacDonald codes is 3 or 4.
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Ⅰ. 서 론

최근 빅데이터(big data)의 중요성이 대두되면서,

분산 저장 시스템에 막대한 양의 데이터를 안정적이

고 효율적으로 저장하는 기법이 요구되고 있다. 분산

저장 시스템에서는 노드의 손실로 인한 데이터의 소

실을 극복하기 위해 오류정정 부호가 사용된다. 가장

간단한 방법인 반복 부호(Repetition codes)[1]는 가장

낮은 계산 복잡도를 갖지만 저장 공간 오버헤드 측면

에서 비효율적이다. 최대 거리 분리 가능(Maximum

distance separable)[1]부호는최소한의 저장공간오버

헤드를 갖지만 손실된 노드를 복구하기 위한 훨씬 더

많은 노드에 접속해야 하는 단점이 있다.

단일노드손실은전체손실의최대 98%를구성하

기때문에[2], 부분접속으로도복구가능한부분접속복

구 부호(locally repairable codes, LRCs)[3]가 제안되

었다. 부분접속복구부호의중요한지표인부분접속수

(Locality)[3]는 단일 노드 손실을 복구하기 위해 필요

한최소노드의수를의미하고부호 의각심볼들이

최대 의 부분접속수를 갖는다면 그 부호 는 부분

접속수 을갖는다고한다. 이진부분접속복구부호를

설계하는 다양한 방법들에는 -스프레드[4], 그래프[5],
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부호변형(code modification)[6,7]을이용한방법이있다.

분산 저장 시스템의 규모가 증가하면서 다중 노드

소실이 동시에 발생하는 경우도 고려해야 하므로 또

다른지표로서가용도(availability)[6]와협력부분접속

수(cooperative locality)가 있다. 임의의 한 심볼이 다

른 심볼들로 구성된 개의 분리된 복구 집합들로부터

각각 복구가 가능하다면 -가용도를 갖는다고 하

고[6] 만약 부호 의 각 심볼이 최대 의 부분접속수

를 갖으면서 최소 의 가용도를 갖는다면 그 부호 

는 -가용도를 갖는다고 한다. 이를 기반으로 부

분접속수와 가용도에 대한 연구가 활발히 진행되고

있다[3,8-12]. 한 심볼 이상의 동시 장애가 발생한 경우

하나 이상의 노드의 복구를 위한 노드 수를 의미하는

지표인 -협력부분접속수[8]는부분접속수의일반

화된 개념으로 제안되었으며, 부호 가  -협력

부분접속수를 갖는다는 것은 개 심볼들의 임의의 집

합이 최대 개의 다른 심볼들로 복구될 수 있음을 의

미한다. 본 논문에서는 표현을 간단하게 통일하기 위

해  -협력 부분접속수를 로, 기존의 부분접속수

을 로 표현한다. -협력 부분접속수 과 기존

의부분접속수 은 의단일값만고려한다. 이후단

일값 대신에다수의 값을고려하는개념인결합부

분접속수(joint locality)[9]가 제안되었고, 결합 부분접

속수에 대한 몇 가지 결과들이 연구되었다[6,9].

심플렉스부호는좋은부분접속수와가용도로서주

목을 받아 왔다. 그러나 심플렉스 부호는 아주 낮은

부호율을 갖는 단점이 있기 때문에 심플렉스 부호의

블록-펑쳐링(block-puncturing)과 서브블록-펑쳐링

(subblock–puncturing)에 의해 새로운 LRC가 제안

되었다[6]. 펑쳐드 심플렉스 부호인 맥도날드 부호는

심플렉스 부호보다 더 좋은 부호율을 갖는다.

   맥도날드 부호는 

일 때  이고  일 때  으로 좋은

부분접속수를 갖는다[11]. 따라서 본 논문에서는 두 소

실 심볼에 대한 맥도날드 부호의 협력 부분접속수 

를 분석한다.

본 논문의 구조는 다음과 같다. Ⅱ장에서는 부분접

속복구부호와맥도날드부호를간단하게소개한다. Ⅲ

장에서는맥도날드부호의협력부분접속수 를계산

한다. 그리고 Ⅳ장에서의 결론으로 본 논문을 마친다.

Ⅱ. 부분접속복구 부호와 맥도날드 부호

  ∈ ≤ ≤ ,   라고 하자.


와 

는길이가 이며, 각각모든원소가 0이고모

든 원소가 1인 열벡터라고 하자. 이진  선형부

호 는부호길이가 , 차원이 , 최소거리 를갖는

다. 의 생성행렬은    ⋯  이며, 여기서

∈
는 ∈에 대한 열벡터 이다.

 ⋯는 길이가 인 이진 행벡터이다.

부호 의 부분접속수는 생성행렬 로부터 얻을

수 있다[11]. 부호화된 심볼 가 부분접속수 을 갖는

다는 것은   


⋯를 의미하고, {



⋯}은 의복구집합이라고한다. 를정보벡터

라고 할 때 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 ∙


⋯
 (1)

그러므로 생성행렬 로부터 부분접속수 을 얻을

수 있다.

정의 1[6,8]    부호 는    인 각각의 모

든  ⊂에 대해 다음을 만족하는 집합  ⊆ 

╲를 갖는다면 협력 부분접속수 을 갖는다.

1.  ≤ 

2. 임의의부호어

  ⋯∈ 에대해서,

개 부호 심볼들     ∈은 부호 심볼

들 
   ∈의 함수이다.

정의 2[6,9] 를  부호라고 하자. 만약 카디

날리티 의모든심볼집합 가최대 의부분접속

수를 갖는다면 정수들의 집합   ∈  ⊆

⋯  ≥ 은 의결합부분접속수라한다.

가 양의 정수일 때 는   심플렉

스 부호이고   ⋯는 의 부호어라고

하자. 생성행렬 는 크기가 × 이고, 다음

의 재귀에 의해 얻을 수 있다.

먼저, 초기행렬은    , 그리고

    
 



    


  

, for   ⋯  (2)

다음 논의에 대한 편의를위해, ≡ 라 하

자.
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,   
 

 

  

(3)

보조정리 1[12]  심플렉스부호 는부분접속

수  과 가용도   를 갖는다.

정의 3[11] ≥ 이고 ≤≤라 하자. 

로부터 처음 개의 열을 삭제한 결과행렬을

로 표기한다. 에 의해 생성된 부호

는   맥도날드 부호라

부른다.

보조정리 2[11] 맥도날드 부호 는 

 일때  ,  일때  의부분접

속수를 갖는다.

정의 3으로부터 각맥도날드부호 는 에

의해 생성된 해당 심플렉스 부호 를 갖는다. 논의

의편의를위해 의표기는대응하는심플렉스

부호 를 따를 것이다. 의 생성행렬을

 

 


 

 ⋯ 



라 하고 부호어를

 

 


 

 ⋯ 



라 하자. 여기서 는 의

번째 열이고 는 의 번째 열이다.

예제 1 부호율이 인 [7,3,4]심플렉스 부호로부

터정의 3에따라서   이고  일때부호율이

로향상된 [6,3,3] 맥도날드부호를생성하기위해

으로부터 첫째 열을 삭제하여 생성행렬 을

얻을 수 있다.

 










     
     
     

(4)

  ⋯에서   

        

이므로 [6,3,3] 맥도날드 부호는 부분접속수

 를 갖는다.

Ⅲ. 맥도날드 부호의 협력 부분접속수

이제본논문의가장중요한정리를설명하고이를

증명하겠다.

정리 1 맥도날드 부호 는 일 때

 이고  이고 ≥ 일 때  의 협

력 부분접속수를 갖는다.

주의 :  와    일때맥도날드부호

는 최소거리가 2를 갖는다. 따라서 손실된 두

개의 심볼들은 복구할 수 없다. 그러므로  

의 경우 가 4이면 충분하다.

심플렉스부호의복구집합을관찰하면두가지규

칙이적용된다. 심플렉스부호의  심볼에대해, 인덱

스 가 식 (3)에서 의 열 인덱스에 해당하는 ∈
라면 의열인덱스를 갖는심볼들로만 구

성되거나 의 열 인덱스를 갖는 심볼들로만 구성된

복구집합을 갖는다. 의 인덱스 가 식 (3)에서 의

열 인덱스에 해당하는 ∈라면 의 열

인덱스를갖는심볼하나와 의열인덱스를갖는심

볼 하나로 구성된 복구집합들을 갖는다.

증명) 증명의 요점은 해당 심플렉스 부호의 각 심

볼에 대한 다중 복구집합을 활용하는 것이다. 에서

일부의열을삭제한후심플렉스부호의각심볼에대

한일부복구집합이유효하지않게된다. 이를유효하

지 않은 복구집합이라고 한다. 와 는 의

임의의 소실된 심볼들이라고 가정하자.

먼저,  일 때 식 (3)에서 1) 가 모두

의 열 인덱스에 해당하는 경우, 2) 가 모두 의

열인덱스에 해당하는 경우, 3) 는 의열인덱스에

해당하고 는 의 열 인덱스에 해당하는 세 가지 경

우로 나눌 수 있다 :

경우  ≤  ≤ 

경우  ≤   ≤ 

경우  ≤    ≤≤ 

경우 1) 심플렉스부호의복구집합들의구성의규

칙에따라 

 


  

⋯ 


는모두 와 의유

효한복구집합에있다. 따라서 의복구집합 

가 는 ∈에대해서존재한다. 그

러면 의한 복구집합 가 존재한다. 여기서 

는 ∈╲이다. 그러므로 와 는

, 에 의해 복구될 수 있다.
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경우 2) 경우 1과비슷한방법으로 

  


 

 ⋯



  

는모두 와 의유효한복구집합에있다. 

의 복구집합 가 존재한다. 여기서 ∈

이고 ∈╲이다. 그러면

의 한 복구집합 가 ∈╲

에 대해 존재한다. 그러므로 와 는 ,

 에 의해 복구될 수 있다.

경우 3)  ≤ ≤ 에 대해서 ∈

╲인 각 심볼 들은 의 서로 다른 유

효 복구집합에 각각 속해있다. 의 ∈

╲와 ∈ ╲인 한 복구

집합 이 존재한다. 그러면  ≤ ≤ 에

대해서 ∈╲인 각 심볼 들은 

의 유효복구집합 안에 각각 속해있고, 에 대한

∈╲인 한 복구집합 이

존재한다. 그러므로 와 는  에의해복구될

수 있다.

다음으로  이면서 ≥ 경우를 증명한다.

와 가 의 손실된 두 심볼로 볼 때 선형결합

 가 존재한다. 여기서 는 ∈
이고 ∈╲이다. 로부터

처음  열들을삭제하기때문에 는 

의 열이 아니다. 그러나  ′″를 만족시키는
′ ″∈ ╲  인 ′와 ″ 가 존재한다.

그래서  이다. 그러면,  ′″
이라고 하자.  ′″의 마지막 원소는 1이기

때문에 ∈이다. 또한 에 적어도 8열

이 남아있게 되므로 ≠ ≠이고  ≠

≠이고 ′or ″ ≠ ≠″ or ′이
가능하다. 그리고는 영벡터가 아니기 때문에 ≠

이고, 는 에 존재하며 이는  ′
″를 만족시킨다. 그러므로 와 는 ′″ 
그리고 의 선형 결합이다. ■

Ⅳ. 결 론

본 논문에서는, 심플렉스 부호보다 높은 부호율을

갖는 맥도날드 부호의 동시 노드 소실을 고려한 협력

부분접속수 를분석하였다. 이결과를보조정리 2의

부분접속수와 결합하여 맥도날드 부호의 결합 부분접

속수는 일 때  이고,

 일 때  임을 증명하였다.
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