
 𝝎𝑵 = 𝒆
−𝒋𝟐𝝅/𝑵

 상관 : 주기 𝑵인 두 수열 𝒖 𝒏 𝒏=𝟎
𝑵−𝟏, 𝒗 𝒏 𝒏=𝟎

𝑵−𝟏의

지연 𝝉에서의 상관을 𝑪𝒖,𝒗(𝝉)라 표기하며, 

𝑪𝒖,𝒗 𝝉 =  

𝒏=𝟎

𝑵−𝟏

𝒖 𝒏 𝒗∗(𝒏 + 𝝉)

와 같이 계산한다. 이때, 자기 자신과의 상관을

자기상관이라 하며, 그 외 경우 상호상관이라 한다.

 완벽다상수열 : 복소단위원상의원소들로이루어진,

𝝉 ≢ 𝟎 𝒎𝒐𝒅 𝑵 에서 자기상관의 크기가 항상 0인 수열.

 Sarwate의 연구에 따르면, 주기 𝑵인 완벽다상수열

집합 내의 최대 상호상관의 크기는 집합의 크기와

관계없이 𝑵보다 항상 크거나 같다 [1]. 

 주기가 𝑵인 두 완벽다상수열의 상호상관 최대

크기가 𝑵인 경우, 이를 최적 완벽다상수열 쌍이라

한다.

 주기가 𝑵인 완벽다상수열 집합 내의 임의의 서로

다른 두 완벽다상수열이 최적 완벽다상수열 쌍인

경우, 이 집합을 최적 완벽다상수열 집합이라 한다.
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1. 표기법 및 사전 지식

𝑪𝒔𝟏,𝒔𝟐 𝝉 ≤ 𝒎
𝟐𝑲+𝟏

이다. 여기서, 집합 𝑨(𝒓𝝉)와 𝑩(𝒓𝝉)는 각각

이다.

 정리 1. (최적 Milewski 수열 쌍의 충분조건)

위의 보조정리 1과 동일한 표기에서, 주기 𝒎인

두 완벽다상수열 𝜶𝟏과𝜶𝟐가 최적 완벽다상수열

쌍이고, 𝒃𝟏 − 𝒃𝟐가 𝒎과 서로소일 때, 주기 𝒎𝟐𝑲+𝟏인

두 Milewski 수열 𝒔𝟏와 s𝟐는 최적 완벽다상수열

쌍이다. 즉, 모든 지연 𝝉에 대해서,

이다.

 따름정리 1. 𝒎의 가장 작은 소수 약수를 𝒑𝐦𝐢𝐧이라

하자.

1) 정리 1을 이용하여 얻을 수 있는 최적의 Milewski

수열 집합의 크기는 𝒑𝐦𝐢𝐧 − 𝟏 보다 작거나 같다.

2) 따라서, 짝수 주기를 갖는 최적의 Milewski 수열

쌍(또는 집합)은 얻을 수 없다.

𝑨 𝒓𝝉 = 𝟎 ≤ 𝒓 < 𝒓𝝉| 𝒓𝝉 ≡ 𝒃𝟐 − 𝒃𝟏 𝒓 (𝐦𝐨𝐝𝒎
𝑲) ,

𝑩 𝒓𝝉 = 𝒓𝝉 ≤ 𝒓 < 𝒎
𝑲| 𝒓𝝉 ≡ 𝒃𝟐 − 𝒃𝟏 𝒓 (𝐦𝐨𝐝𝒎

𝑲) ,
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 정의 1. (Milewski 수열 [2]) 

𝜶 = 𝜶 𝒏 𝒏=𝟎
𝒎−𝟏을 주기 𝒎인 완벽다상수열, 𝑲를 어떤

자연수라 하자. 𝒎과 서로소인 자연수 𝒃에 대해, 주기

𝒎𝟐𝑲+𝟏인 완벽다상수열 𝒔 = 𝒔 𝒏; 𝜶, 𝒃 𝒏=𝟎
𝒎𝟐𝑲+𝟏−𝟏의 𝒏-

번째 항은, 𝒏을 𝒎𝑲로 나눈 몫과 나머지를 각각 𝒒와

𝒓이라 할 때,

𝒔 𝒏; 𝜶, 𝒃 = 𝜶 𝒒 𝝎
𝒎𝑲+𝟏
𝒃𝒒𝒓

로 정의한다.

 완벽다상수열 𝜶가 Zadoff-Chu 수열인 경우에 한해, 

두 Milewski 수열이 최적 상호상관을 갖는 조건이

알려져 있다 [3].

2. 최적 Milewski 수열 집합 생성법
 보조정리1. 주기가 𝒎인 두 완벽다상수열 𝜶𝟏, 𝜶𝟐와

𝒎과 서로소인 두 정수 𝒃𝟏, 𝒃𝟐로 정의 1에 의거하여

생성된 두 Milewski 수열

의 시간지연 𝝉에서의 상호상관은, 𝝉를 𝒎𝑲로 나눈

몫과 나머지를 각각 𝒒𝝉 와 𝒓𝝉라 할 때,

𝑪𝒔𝟏,𝒔𝟐 𝝉 = 𝒎
𝑲𝑪𝜶𝟏,𝜶𝟐(𝒒𝝉 + 𝟏)  

𝒓∈𝑨(𝒓𝝉)

𝝎
𝒎𝑲+𝟏
𝒃𝟏(𝒒𝝉+𝟏)(𝒓+𝒓𝝉)

+𝒎𝑲𝑪𝜶𝟏,𝜶𝟐(𝒒𝝉)  

𝒓∈𝑩(𝒓𝝉)

𝝎
𝒎𝑲+𝟏
𝒃𝟏𝒒𝝉(𝒓+𝒓𝝉)

𝒔𝟏 = 𝒔𝟏 𝒏;𝜶𝟏, 𝒃𝟏 𝒏=𝟎
𝒎𝟐𝑲+𝟏−𝟏,

𝒔𝟐 = 𝒔𝟐 𝒏;𝜶𝟐, 𝒃𝟐 𝒏=𝟎
𝒎𝟐𝑲+𝟏−𝟏,

입력 : 양의정수 𝑲와주기𝒎인최적상호상관의
완벽다상수열집합 𝚯 = 𝜶𝟏, 𝜶𝟐, … , 𝜶𝒍 .

입력 : 양의정수 𝑲와주기𝒎인최적상호상관의
완벽다상수열집합 𝚯 = 𝜶𝟏, 𝜶𝟐, … , 𝜶𝒍 .

Step 1. 다음의집합을생성한다.Step 1. 다음의집합을생성한다.

𝑰 = 𝒃𝒊 ∈ 𝒁𝒎𝑲+𝟏 𝐠𝐜𝐝 𝒃𝒊,𝒎 = 𝐠𝐜𝐝 𝒃𝒊 − 𝒃𝒋,𝒎 = 𝟏 ∀𝒊 ≠ 𝒋 .𝑰 = 𝒃𝒊 ∈ 𝒁𝒎𝑲+𝟏 𝐠𝐜𝐝 𝒃𝒊,𝒎 = 𝐠𝐜𝐝 𝒃𝒊 − 𝒃𝒋,𝒎 = 𝟏 ∀𝒊 ≠ 𝒋 .

Step 2. 𝜼 = 𝐦𝐢𝐧 𝚯 , 𝑰 를계산한다.Step 2. 𝜼 = 𝐦𝐢𝐧 𝚯 , 𝑰 를계산한다.

Step 3. 집합 𝚯와 𝑰에서각각서로다른 𝜼개의원소를뽑아

𝑬 = 𝜶𝒊𝟏 , 𝒃𝒊𝟏 , 𝜶𝒊𝟐 , 𝒃𝒊𝟐 , … , 𝜶𝒊𝜼 , 𝒃𝒊𝜼
와같이 𝜼개의수열과정수쌍의집합을만든다.

Step 3. 집합 𝚯와 𝑰에서각각서로다른 𝜼개의원소를뽑아

𝑬 = 𝜶𝒊𝟏 , 𝒃𝒊𝟏 , 𝜶𝒊𝟐 , 𝒃𝒊𝟐 , … , 𝜶𝒊𝜼 , 𝒃𝒊𝜼
와같이 𝜼개의수열과정수쌍의집합을만든다.

Step 4. 다음의 Milewski 수열집합을생성한다.
𝑭 = 𝒔(𝜶𝒊, 𝒃𝒊) 𝒂𝒊, 𝒃𝒊 ∈ 𝑬

Step 4. 다음의 Milewski 수열집합을생성한다.
𝑭 = 𝒔(𝜶𝒊, 𝒃𝒊) 𝒂𝒊, 𝒃𝒊 ∈ 𝑬

출력 : 최적상호상관의주기𝒎𝟐𝑲+𝟏인 Milewski 수열집합 𝑭.출력 : 최적상호상관의주기𝒎𝟐𝑲+𝟏인 Milewski 수열집합 𝑭.

입력 : 양의정수 𝑲와주기𝒎인최적상호상관의
완벽다상수열집합 𝚯 = 𝜶𝟏, 𝜶𝟐, … , 𝜶𝒍 .

Step 1. 다음의집합을생성한다.

𝑰 = 𝒃𝒊 ∈ 𝒁𝒎𝑲+𝟏 𝐠𝐜𝐝 𝒃𝒊,𝒎 = 𝐠𝐜𝐝 𝒃𝒊 − 𝒃𝒋,𝒎 = 𝟏 ∀𝒊 ≠ 𝒋 .

Step 2. 𝜼 = 𝐦𝐢𝐧 𝚯 , 𝑰 를계산한다.

Step 3. 집합 𝚯와 𝑰에서각각서로다른 𝜼개의원소를뽑아

𝑬 = 𝜶𝒊𝟏 , 𝒃𝒊𝟏 , 𝜶𝒊𝟐 , 𝒃𝒊𝟐 , … , 𝜶𝒊𝜼 , 𝒃𝒊𝜼
와같이 𝜼개의수열과정수쌍의집합을만든다.

Step 4. 다음의 Milewski 수열집합을생성한다.
𝑭 = 𝒔(𝜶𝒊, 𝒃𝒊) 𝒂𝒊, 𝒃𝒊 ∈ 𝑬

출력 : 최적상호상관의주기𝒎𝟐𝑲+𝟏인 Milewski 수열집합 𝑭.

- 최적상호상관의 Milewski 수열집합생성법 -

 참고로, 정리 1에서 𝜶를 Zadoff-Chu 수열로 제한하면, 

[3]에 알려진 결과와 같다.

 정리 1을 기반으로한 최적 Milewski 수열 집합

생성법은 다음과 같다:


