
HadamardHadamard matricesmatrices
from the Multiplication Table from the Multiplication Table 

of the Finite Fieldsof the Finite Fields

�������������������������������������������	
���������	
���������	
���������	
���������	
���������	
���������	
���������	
��������������������������������������	����	����	����	����	����	����	����	��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������	��	��	��	��	��	��	��	��

�������������������������������������������������������� ���	�
�������������
�����	�
�������������
�����	�
�������������
�����	�
�������������
�����	�
�������������
�����	�
�������������
�����	�
�������������
�����	�
�������������
��

������������������	�
�������������
��������������������	�
�������������
��������������������	�
�������������
��������������������	�
�������������
��������������������	�
�������������
��������������������	�
�������������
��������������������	�
�������������
��������������������	�
�������������
��

ICEIC 2000ICEIC 2000ICEIC 2000ICEIC 2000



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ����������������

!���������	��

! ��������������	
�

! ���������
��
	
�

! �
�����

!
��������	���

! ��
��
�����������	���������	���	��������

! ��
��
�����������	�����������������

!������

ContentsContents



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ����������������

!���������������

! ���������� ������������������	 ���������
�	
�����
 � 
 ����	���	���

����	�
����������
��������

! �	
������ �������������	������������

���� � =

����

����

����

����

���� ����

��������

���� ����

��������

���� ����

��������

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����� �����������
����� ����
�����������
���	
�������������
�����������
	����������������
����������
�
���	���������	����
�������
���
������
����� 

����� !���
������������
����	��
�������������������
��

"�# ������
���$�"�# ������
���

IntroductionIntroduction



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ����������������

! �
�������
��

��������� �����	
��������

! ����������	
������������� ����������������� ������������������	


��� ����������� ����
��� ��

! ����������	
������������� �����������������������������

����������
�������������������� 
��� ����������� ����
������

! ����������	
������������������������ ������������������ 	�������

���������
���������������������������	
��� �������������� ������


�����



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ����������������

!���
��
	
�

! ���������� ��%��	�����������&'()�&	�����'�����*�(�	���)��	
��� �


�+�����


! ���	�����������	���
�+��������������� ��,����� �	�������������������	��

�������������������������
�����&'()��	��������������	
�	���������	��

! �	
������ -������	���������	�������
�+�������	���.�
�����&'()

∑
−

=
− ∈=

�

�

�

�

������ �����

�
��� �������� −−−−= −− !�

�

�

�
��

/ �	������������������������. �

/ ���������	
�	���������	��

/ ��
������	���

�� −− +=
���
���

� � � ++= 			�

���� =−�
�

�+���+�� �+�� ��



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ����������������

! ���������
�
��������

0 1�����������������	���������������	���� 

0 2��������������������� ������
��������
�+�����������������	�
����
�	���������

	
���������
�	�������������������������
������
�+������

!���
��
	
��	���� 

! ����


0 ���&'()��������
������
�+�������,���-'�3 ��	�����������	���	�
�
���������	
�	���������	���	
���	�	�	,��

0 ��
�+�����
�����������	�����������
�������������������
����


�������������
����
������������������������������
���-'�3 

 3�-'	����	�	�	,��

456 3�-' ����
�

���

�
�

α
θθα −∈=

���� ⋅ ����� �





≡−
≡

=−= ∑
−

=

+ +

�

���

�

��
�

��

���5�

���5
 �� �

�

�
τ
τ

τφ τ

�	 �� �	 τ+��τ
�	
��ττ ′+��

 ��� ��� ���


 ��

��������

τττ
τττ θαθαθα ′++

′++ =+⇔=+ ������



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ����������������

�

�

�

�

�

�

�

�

��

�

�

� � � � � �

�

�

�

�

�

�

� � �� � �

� � �� � � �

� � �� � � �

� � �� � � �

� �� � � � �

� � � � � � �

� � � � � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��
�+�� ��

�+�� �� ��

�+��

�+��

�+�� ��

!�
�������
��

���������������	
��

������������
��
	
�

! �	
������ ��
�+����������	������������ �,
��������������	������������ �3� − �3

2���	���������������	�

�������� 

�����
�

�
�� α=

 �7�7$�75�7 −⇔+⇔



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     	���	���	���	���

!�
���������!

��� 

! 	�������
�+���������

���	��

! 8	��������������
�����	��

�� −= �

�

����� −− ��
����� !

��
�
�

����
�

��

�
� θα=

�������	
��������

��������

�

�

α

θ −∈

! ���� ������� �����	�

� ����	�� ��� ��� �����
��
����	������������������	��

�	������

! 8	��������������
�����	��

���

�����

�

���

��

��

�

�����

+=
−≤≤=

θα
















=

�

�
���

�
�

"

!

��
�
�

! 9��������������	���������������������
�+�����$������������������������
���
����� ��� ����	��� 	
���������������	���"5#�����$�"�# ����� 

! ���������� ������� �����	��� ���	�����
���,��	
����������������	�����
������ 	3



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     
���
���
���
���

!������	������"#����� 

! �	
������ '��������	��	���	�������������������������	��������	�����
	
�

����	�	�	,��	�����������������
��	
��	���

�

�

���
� �

���
� �α ��� =++αα
'	�����������	��� %���	��	���	��������

������ �����
����

	,��
�+�������,�����������
����� �������������
�����	�	����	
�����	�������+�	,��������
�+�������

������ ������������������	��	
���	������������ � − ���� � −

�α

�� αα ++

�αα +

�

�

α
�α

�������	
�

α+�

�� α+

�����

�

�

α

�α

�α

�α

�α

�α

�����

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � � � �

�

α

�α

�α

�α

�α

�α

α

�α

�α

�α

�α

�α

�

�α

�α

�α

�α

�α

�

α

�α

�α

�α
�α

�

α
�α

�α

�α

�α

�

α
�α
�α

�α

�α

�

α
�α
�α
�α

�α
�

α
�α
�α
�α
�α

�

�

α

�α

�α

�α

�α

�α

� � α �α�α�α�α �α

��� −

��� −

� ��

� ��

� ��

� � �

���

���

���

� ��

ConstructionsConstructions



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ��������������������

! �	
������ �����:� 

�������� ����	��
����������,�����������
����������	��	���	�����������

�����	�����
	


���� ��

��

+
+ = �

�� α���� ��

��

+
+ = �

�� α������
�

�� α=

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� �� � � � � �

�� � � � � � �

�� � � � � ��

�� � � � � ��

�� � � � � ��

�� � � � � ��

�� � � � � ��

� � � � � � � �

� �� � � � � �

�� � � � � � �

�� � � � � ��

�� � � � � ��

�� � � � � ��

� � � � � � � �

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

������� ������� ������� ������� ������� ������� �������

�� � � � � ��

�� � � � � ��

�� � � � � ��

�� � � � � ��

� � � � � � � �

� �� � � � � �

�� � � � � � �

� � � � � � � �

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������

�������



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ��������������������

!��
��
����

&�����������������������	�	����	�����	���������������
$�������� ����

��	�	�	,�����������

2��
	������������	��	���	��������������������������	��������


&�����������	�
��� ��	
��������,�����������
�������,���-'�3 ��
	�������

�����	�����
	
��

'�����������������������������������$�������������������������� ����	�����	��������*	���

����������������������������������	�
������������	��	���	��������

!���$����
��
 ����	��
�������������������������	��
$���������������+�	,������

����������������������	��

�� �� ×��

�� ���
� �∈α

���
� �

�$$$$$�$5 ����� −− ��

αααα !

����� �� −�ααα !

������ −= �� !

��

���
� �



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ��������������������

! �	
������ '��������	��	���	�������������������������	�����	�������
	
�
����	�	�	,��	�����������������
��	
��	���

�������������	����
�����������	�����
	
�������������
	
 

�������	�����
	
������
	�������������
	
������
	��

;��	���	���������,�����
������������������

&��������
	
���	�����

'������,�������	������	���.���.������	��
�� �����

!���������������������������	����
��
�������


���
� �

���
� �α ��� =++αα
β

�

���
� �∈∀ � β

������

�

���
βββαα �������� ′+′+′=++=

���� ��� ��� ′′′=′�����
���
���=�

�′

ααβ
αααβ
αααβ

+==
+==
++==

�

�

�

�

��

�

��

�

β
















==
















= −

�5�

���

5��

5��

��5

���
����

��� ′=	�� =′



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ��������������������

�

�

α

�α

�α

�α

�α

�α

�����

� ��

� ��

� ��

� � �

���

���

���

� ��

�α �α�α

�

α

�α

�α

�α

�α

�α

�	�
�

=
=
=
=
=
=
=

�α �α+

�α

�α

�α

�α

�α
�α

�α

�α

�α

�α

+ +

+

�

+

� ��

� ��

� ��

� � �

���

���

���

� ��

� α �α

! �	
������ �����:� 

� �′
















=′

�5�

���

5��

		

���

���

���

��

��

��

��

�

��

+

+

⇔
⇔
⇔

�

�

�

�

�

�

α
α
α

�

��

�

��

�

��

�

�

��

�

��

�

�

�

�

��

�

��

�

��

�

�

�

���������

���������

������������

�

�

�

���

���

����

′⇔=+
′⇔=+
′⇔=++

+++

++

+++

ααα
ααα
αααα

2����	�����
	
 �
	
β



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ��������������������

! �	
������ �����:� 

2����	�����
	
 �
	
β































=⇔

��������

��������

��������

��������

��������

��������

��������

��������

����
�

�

�
�

�α ����

��������

��������

��������

��������

��������

��������

��������

��������

��

��

+⇔































=′ �

� α































=

��������

��������

��������

��������

��������

��������

��������

��������

�

�� �
� � ′=

�� �
� =′

���� ��������
������	�������	��� 	
�����������	�������	���	��

����������
��������	��
������+�	,��������������������� ���������	���

�

 � =



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ��������������������

!��
��
����

)����
�����	�������������
�	���������������	��!�����������������������
	���

�����
	
�

���
� �

)����	�������������� ����	��
�������
�+�����
�������	�����
	
 �

!��������
	
������������
�������

;��	�������
 ��
 ����	����������������������

!��������������������������������
�+�����
��
�������
�������
	
 

����

 ����
�

�

�

�� αθ⇔

 � ���� = ���

��
��	 == −

β

�� ′

 ����� ��� �

�

�

�

�

�

�

�

�

��
�

�

���

�
�

�

�

�

�

��� ��� αθαθαθ ′=











=⇔′ ∑∑

−

=

−

=

∑
−

=
−≤≤∈=

�

�

�54$�$56$
�

�
��

�

���

��� αβ

∑
−

=
−∈=′

�

�

456 3�-'
�

�

�

����
� θθ

β



ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ICEIC 2000     ��������������������

!���������	
��
��������	���	��	��
�

�	
������ ������	�����	������������������
	
�,�����������
������

����	��	���	����������

���� �<������������=��������������������������

���
� �

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

�����

�����

��

��

��

��

��

�

	




�

�

�

�

�

α
α
α
α
α
α
α
α
α
α
α
α
α
α

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����

����







































=

����������
����������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

�

������

������

�

����	��⇐
����	��⇐

RemarksRemarks


